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二维下投式探空仪反演的理论分析与数值试验＊
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摘要　　借助于刚性示踪物在背景流场中运动的流体动力学方程建立了下投式探空仪运动的数学

模型.利用变分伴随方法结合正则化思想对下投式探空仪测风的二维模型进行了数值试验 , 并对

反演结果与构造的精确值进行比较 , 试验结果表明该方法对示踪物轨迹反演是十分有效的.

关键词　　下投式探空仪　伴随模型　正则化方法

　　随着 GPS 技术和计算科学技术的发展 , 许多传

统的测风方法受到了挑战.在伊拉克战争中 , 英美

联军利用接收 GPS 数据的下投式探空仪测定战区的

大气流场 , 有力地保障了高技术武器的打击精度.

但由于种种原因 , 这方面的技术和资料都未公开.

GPS能够准确测定探空仪的速度数据 、 位置数据 ,

如何充分利用这些数据来重构大气背景流场的物理

参数是研制下投式探空仪的核心技术之一.

最优控制理论
[ 1]
在大气科学领域的应用 , 使得

气象资料的四维变分同化有了长足的发展[ 2～ 4] .资

料变分同化技术的实质是利用一切有效的信息去修

正模式 , 最优确定大气运动方程组的初值 、 边值与

参数.我们利用下投式探空仪在下投过程中取得的

GPS定位资料 , 利用变分同化技术对二维风场进行

反演.众所周知 , 参数反演的问题往往是不适定

的
[ 5 ,6]

, 所谓不适定 , 即解不一定存在 , 即使解存

在亦不一定惟一 , 在解存在惟一时也不一定稳定.

于是我们在利用变分伴随方法反演的同时 , 结合了

正则化思想[ 5 ～ 8] , 目的是对解作一些约束 , 使得把

原来不适定的问题变为适定 , 黄思训等
[ 9 , 10]

把正则

化思想引进到资料变分同化中去 , 在整体资料的变

分同化 、局部资料的变分同化上取得了一系列良好

的结果.

本文在对示踪物在流体中运动的完整的受力分

析的基础上 , 建立了示踪物在流场中运动的三维流

体动力学模型.利用变分伴随方法结合正则化思

想 , 给出了下投式探空仪测风的二维反演模型 , 并

进行了数值试验.试验结果表明利用该模型对反演

大气流场及摩擦系数收到了良好的效果.

1　刚性示踪物的运动方程

假设背景流场的参数为:密度 ρ流 、 粘性系数

μ、运动速度 v , 则刚性示踪物在背景流场中的受

力情况为:重力 F重力=mg 、 浮力 F浮力=-m流g

(m流为刚性示踪物排开流体的质量)、变速运动附

加力 F=-m′
D(v物-v流)

Dt
(其中 m′为附加质量 ,

对于形状为圆球的示踪物附加质量为
1
2
m流 、 附加

力是当示踪物相对于背景流场作变速运动时 , 在原

背景流场中诱导出一个新的流场而产生的力), 粘

性阻力是压差阻力和摩擦阻力的总和 , 对于固定形

状的示踪物粘性摩擦系数 cd 是示踪物 Reynolds数

Re的函数 , 对于刚性圆球状的示踪物利用文献

[ 11]中 Cast leman给出的 cd ～ Re关系如下:
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cd =

24/ Re　 　　　　　Re ≥1

24/ Re0.646　 　　　　1 <Re ≤400

0.5　　 　　　　　　400 <Re ≤3×105

3.66×10-4 ×Re
0.4275　3×105 <Re ≤2×106

0.18　　　　　　　　2 ×106 <Re

.

(1)

　　波阻是当示踪物在背景流场中运动的速度接近

于音速时 , 即运动示踪物的 Mach数达到临界值时 ,

在示踪物的表面产生的局部激波称之为波阻.这里

由于示踪物的运动速度远小于音速 , 所以忽略波阻

的影响.

根据牛顿第二定律得到刚性示踪物在背景流场

中的运动方程为:

m物
Dv物
Dt

=-m物 gk +m 物 gk -m′
Dv r

Dt
-

πd2ρ流
8

· cd · v r|v r|, (2)

其中 v r=v物-v流 , 是刚性示踪物和背景流场的相
对速度.

在直角坐标系 o-xyz 中方程(2)的分量形式为:

d2
x

d t 2
=α2

dv f x
d t
-α3 · cd ·

dx
dt
-v f x · v r

d2
y

dt 2
=α2

dv fy

dt
-α3 · cd ·

dy
dt
-v f y · v r

d2
z

d t
2 =α1 +α2

d v fz

dt
-α3 · cd ·

dz
d t
-v f z · v r

,

(3)

其中 α1 =
(m物-m流)g
m物+m′

, α2 =
m′

m物+m′
, α3 =

πd
2
ρ流

8(m物+m′)
,

v r=
d x
dt
-v f x

2

+ dy
d t
-v f y

2

+ dz
dt
-v fz

2

.

2　二维情况下下投式探空仪反演的理论分析

利用三维刚性示踪物的运动方程(3)结合下投

式探空仪的具体情况 , 我们建立下投式探空仪在二

维背景大气流场中运动的方程如下:

d2
x

d t 2
=α2u1 -α3β1(t)

d x
d t
-u ·

d x
dt -u

2

+
dz
dt -w

2

, (4a)

du
dt
=u 1 , (4b)

d
2
z

dt 2
=α1 +α2 w1 -α3β2(t)

dz
dt
-w ·

d x
dt
-u

2

+
dz
dt
-w

2

, (4c)

dw
dt
=w1 , (4d)

x|t=0 = x0 , x|t=t
f
= xf , u|t=0 =u0 , w|t=t

f
=0 ,

z|t=0 = z 0 , z|t=t
f
=0 ,

其中 α1 =
(m物 -m f)g

m +m′
, α2 =

m′
m物 +m′

, α3 =

πd2ρf
8(m物 +m′)

.x , z 为探空仪水平方向和垂直方向

的位移.z 0 为下投式探空仪的初始高度 , u1 , w 1

为水平方向和垂直方向大气气流的加速度.x 0 , x f

为下投式探空仪水平方向的初始位置和末端位置 ,

t f 为探空仪落地的时间(此时间由下投式探空仪精

确测定).z0 , x 0 , x f , t f 为已知常数 , u(t),

w(t), β1(t), β2(t)是未知函数需通过反演方法最

优确定 , β1(t), β2(t)是水平方向和垂直方向的摩

擦系数 , 对于球形刚性示踪物理论上可以给出摩擦

系数和 Reynolds数的精确关系如(1)式 , 但对于伞

状下投式探空仪理论上尚无法给出摩擦系数的精确

表达式.摩擦系数不仅与探空仪的形状结构有关 、

还与当时当地的风场结构相关.现在的问题是:假

定空降区域下投式探空仪下投的路经 x obs(t),

z obs(t)、由 GPS装置精确测定视为已知 , 寻找最优

的模式变量 u 1(t), w 1(t), β1(t), β2(t)使得

J u1(t), w1(t), β1(t), β2(t) =

1
2∫

t
f

0

γ1(z -z obs)
2 +γ2(x -x obs)

2
dt (5)

达到极小.u(t), w(t)分别由 u 1(t), w 1(t)对时

间积分即可得到.如果只采用(5)式的目标泛函 ,
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利用变分伴随方法求出泛函梯度Δu
1
J , Δw

1
J , Δβ

1
J ,

Δβ
2
J , 再利用共轭梯度法求出 u1(t), w1(t),

β1(t), β2(t)会产生如下一系列问题:(1)泛函下降

速度慢;(2)反演结果会产生振荡现象;(3)解的

收敛精度较低;(4)是迭代过程往往会溢出.其主

要原因是(5)式的目标泛函在某种意义上缺乏 “凸

性” , 另一方面问题解是否存在惟一没有从理论上

加以证明 , 于是我们根据反问题中的正则化思想 ,

引进稳定泛函以克服问题的不适定.改进目标泛函

如下:　　

J u1(t), w1(t), β1(t), β2(t) =

1
2∫

t
f

0

γ1(z -z obs)
2 +γ2(x -x obs)

2
d t +

1
2∫

t
f

0

γ4 ﹒z
2 +γ3 ﹒x

2
dt , (6)

其中 γ1 , γ2 , γ3 , γ4 的选择既考虑量纲的一致性

又起到权重的作用 , 而 γ3 , γ4 作为正则化项中的

正则化参数.

下面分 3步导出目标泛函关于 u1 , u2 , β1 , β2

的梯度.

第 1步:导出(4)式的切线性模式

对 u1 , u2 , β1 , β2 作扰动如下:

u 1(t)※ u 1(t)+α u 1(t),

w 1(t)※ w1(t)+α w 1(t),

β1(t)※β1(t)+α β1(t),

β2(t)※β2(t)+α β2(t).

记 x , u , z , w 和 x ,  u ,  z ,  w 分别为未扰动和

扰动后方程组(4)的解.令  x =lim
α※0

 x -x
α
,  u =lim

α※0

 u -u
α
,  z =lim

α※0

 z -z
α
,  w =lim

α※0

 w -w
α

定义 V =

d x
dt
-u

2

+
dz
dt
-w

2

.则  x ,  u ,  z 与  w 满足

如下切线性方程:

d
2
 x

d t 2
=d x

dt
-β1 V -β1

d x
dt
-u

2

V
-1 +

d z
d t
-β1

d x
d t
-u

dz
dt
-w V

-1 +

 u β1 V +β1
d x
dt
-u

2

V
-1
+

α2 u1 + w β1
d x
d t
-u

dz
dt
-w V

-1 +

 β1 -
dx
dt
-u V , (7a)

d u
dt
- u1 =0 , (7b)

d
2
 z

d t 2
=d z

d t
-β2 V -β2

dz
dt
-w

2

V
-1 +

d x
dt
-β2

d x
d t
-u

dz
dt
-w V

-1 +

 u β2
dz
dt
-w

d x
d t
-u V

-1 +

α2 w 1 + w β2 V +β2
dz
d t
-w

2

V
-1 +

 β2
dz
dt
-w V , (7c)

d w
dt
- w 1 =0 , (7d)

 x|t=0 =0 ,  x |t=t
f
=0 ,

 u|t=0 =0 ,  u|t=t
f
=0 ,

 z|t=0 =0 ,  z|t=t
f
=0 ,

 w|t=t
f
=0 . (7e)

第 2步:导出 J[ u1(t), w1(t), β1(t), β2(t)]在(u1

(t), w1(t), β1(t), β2(t))上沿着方向  u 1 ,  w1 ,

 β1 ,  β2 的方向导数.

按泛函的定义可知 ,

J′u1 , w1 , β1 , β2; u1 ,  w 1 ,  β1 , β2 =

∫
t
f

0

Δu
1
J · u1 +Δw

1
J ·  w 1 +Δβ

1
J · β1 +Δβ

2
J · β2 d t

另一方面利用泛函具有表达式(6)可知 ,

J′ u1 , w 1 , β1 , β2; u 1 ,  w 1 , β1 ,  β2

=lim
α※0

J [  u1 ,  w 1 , β1 , β2] -J [ u1 , w1 , β1 , β2]
α
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=∫
t
f

0

γ1(z -z obs) z d t +∫
t
f

0

γ2(x -x obs) xd t +

∫
t
f

0

[ γ4 ﹒z  z
　·
+γ3 ﹒x  x

　·
] d t

=∫
t
f

0

γ1(z -z obs) z d t +∫
t
f

0

γ2(x -x obs) xd t +

(γ4﹒z z +γ3﹒x x
　·
)

t
f

0
-∫

t
f

0

(γ4z̈ z +γ3ẍ  x)dt .(8)

利用边界条件(7e)

上式 =∫
t
f

0

{[ γ1(z -z obs)-γ4 z̈ ]  z +

[ γ2(x -x obs)-γ3 ẍ ]  x}d t ,

于是有如下关系式:

∫
t
f

0

Δu
1
J · u 1 +Δw

1
J ·  w 1 +Δβ

1
J · β1 +Δβ

2
J · β2 dt

=∫
t
f

0

[ γ1(z -z obs)-γ4 z̈]  z d t +

∫
t
f

0

[ γ2(x -x obs)-γ3 ẍ]  x dt . (9)

第3步:导出系统(7)的伴随方程 、 伴随边界条件

及泛函的梯度形式.

引入系统(7)的伴随变量(P , Q , R , S), 对

于(7a), (7b), (7c)式和(7d)式两边分别乘以 P ,

Q , R , S , 并在区域[ 0 , tf ]上积分相加 , 其左边

为

∫
t
f

0

d2 x
d t 2
· Pd t +∫

t
f

0

d u
d t
· Qd t +∫

t
f

0

d2 z
dt 2
· R dt +

∫
t
f

0

d w
dt
·S d t -∫

t
f

0

 u 1Qd t -∫
t
f

0

 w 1S d t

=
d x
dt
P

t
f

0
- x

dP
dt

t
f

0
+

∫
t
f

0

 x
d2
P

d t
2 dt +  uQ

t
f

0
-∫

t
f

0

 u
dQ
dt

d t +

d z
d t
R

t
f

0
- z

dR
dt

t
f

0
+

∫
t
f

0

 z d
2
R

dt 2
dt +  wS

t
f

0
-∫

t
f

0

 w dS
d t

d t -

∫
t
f

0

 u 1Qdt -∫
t
f

0

 w1S d t . (10)

　　下面来计算右边 , 分段计算如下:(7a)式乘以

P 并在区域[ 0 , t f ]上积分的右边为

∫
t
f

0

d x
d t
-β1 V -β1

d x
dt
-u

2

V
-1 ·Pd t +

∫
t
f

0

d z
dt
-β1

d x
dt
-u

d z
d t
-w V

-1 ·P dt +

∫
t
f

0

 u β1 V +β1
d x
dt -u

2

V
-1
·Pd t +

∫
t
f

0

α2 u1 ·P dt +

∫
t
f

0

 w β1
d x
d t
-u

dz
d t
-w V

-1 ·Pd t +

∫
t
f

0

 β1 -
d x
dt
-u V ·Pd t , (11)

由于 P t=0=0 , P t=t
f
=0可得下式:

 x -β1 V -β1
d x
d t
-u

2

V
-1 ·P

t
f

0
=0以及

 z -β1
d x
d t
-u

dz
d t
-w V

-1 ·P
t
f

0
=0 ,

于是(11)式可化简为

∫
t
f

0

 x
d
d t

β1 V +β1
dx
dt
-u

2

V
-1
·P d t +
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∫
t
f

0

 z
d
d t

β1
d x
dt
-u

d z
d t
-w V

-1 ·P d t +

∫
t
f

0

 u β1 V +β1
d x
dt -u

2

V
-1
· Pd t +

∫
t
f

0

α2 u 1 ·Pd t +

∫
t
f

0

 w β1
d x
dt
-u

dz
d t
-w V

-1 · Pd t +

∫
t
f

0

 β1 -
d x
d t
-u V · Pd t , (12)

(7c)式乘以 R 并在区域[ 0 , t f ] 上积分并引入伴随

边界条件 R t=0=0 , R t=t
f
=0则其右边为

∫
t
f

0

 z
d
dt

β2 V +β2
dz
dt
-w

2

V
-1 · R d t +

∫
t
f

0

 x
d
d t

β2
d x
dt
-u

d z
d t
-w V

-1 · R d t +

∫
t
f

0

 u β2
d x
dt
-u

dz
dt
-w V

-1 · R dt +

∫
t
f

0

α2  w 1 · R dt +

∫
t
f

0

 w β2 V +β2
dz
dt
-w

2

V
-1 ·R d t +

∫
t
f

0

 β2 -
dz
d t
-w V · R dt , (13)

在此基础上我们引入伴随如下:

d
2
P

dt 2
=d

dt
β1 V +β1

d x
d t
-u

2

V
-1 ·P +

d
dt

β2
d x
d t
-u

dz
d t
-w V

-1 · R +

γ1(x - x obs)-γ3 ẍ , (14a)

-
dQ
dt = β1 V +β1

d x
d t -u

2

V
-1
·P +

β2
d x
d t
-u

dz
dt
-w V

-1 ·R , (14b)

d2
R

dt
2 =

d
dt

β1
d x
d t
-u

dz
d t
-w V

-1
·P +

d
dt

β2 V +β2
dz
dt
-w

2

V
-1 ·R +

γ2(x -x obs)-γ4z̈ , (14c)

-
dS
d t
= β1

d x
d t
-u

dz
dt
-w V

-1
P +

β2 V +β2
dz
d t
-w

2

V
-1

R , (14d)

其伴随边界条件为

P|t=0 =0 , P|t=t
f
=0 , Q|t=t

f
=0 ,

R|t=0 =0 , R|t=t
f
=0 , S|t=0 =0.

把(14)式代入(13)式 , 再利用泛函导数的表达式

(9)可得梯度形式为:

Δu
1
J , Δw

1
J , Δβ

1
J , Δβ

2
J

T = α2P +Q , α2R +S ,

-
dx
dt -u V ·P , -

dz
dt -w V ·P ,(15)

记 M
k
=(u1 , w1 , β1 , β2), 根据梯度的关系式 ,

再利用下式迭代求解:

U
k+1
=U

k
+(ΔUJ)M k ·ρi. (16)

3　算法及算例

设背景大气垂直气流的状态参数为:密度

1.2 kg/m 3粘性系数 μ为 1.49×10-5m2/ s.探空仪

的参数为:直径 1m 、 密度 80 kg/m3 、 重力加速度

g 为 9.8m/ s2 , 设探空仪的初始高度 H 为 2000m.

已知水平方向风速为 u
T
f =0.2 t (t 为时间),

垂直气流为 w
T
f =2(m/ s)(500 m <H ≤2000 m)、

w
T
f =4×10

-3
×H(0≤H <500 m), 摩擦系数 β1 ,

β2 的真值取(1)式的形式.

则解(4)式的正问题可得探空仪的位移随时间

的变化.水平方向如(图1)所示 、垂直方向如(图2)

所示 , 把解正问题得到的位移作为观测资料 , 输入
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图 1　探空仪位置随时间的变化

(a)水平位置变化;(b)垂直位置变化

图 2　两种泛函随迭代次数的变化

反演模式.

选取模式迭代初值为:

β1(迭代初值)=β
T
1 ×1.5 、 β2(迭代初值)=β

T
2 ×

1.5 , u f(迭代初值)=u
T
f +0.5 sin t , w f(迭代初值)

=w
T
f +0.2 sin t[ 0.1×(t-t f)] , 系数 γ1=1 , γ2=

5 , γ3=0.0007 , γ4=0.0001.

反演结果如图 3 ～ 6所示 , 利用数值计算结果 ,

我们可以得到以下结论:

(1)目标泛函随着迭代次数的增加而同步下降 ,

最终确定的最优解远离初始值向精确值逼近.

(2)对于垂直气流和摩擦系数的联合反演 , 在

引进了稳定泛函后 ,通过选取合适的正则化系数 ,

图 3　水平方向摩擦系数(cd)的真值 、 迭代初值 、 反演结果的比较

(a)无稳定泛函时的比较, ‖c
1
d-cT

d‖
L
2
=3.264734;(b)有稳定泛函时的比较 , ‖c

1
d-c

T
d‖

L
2
=0.824131
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图 4　垂直方向摩探系数(cd)的真值 、 迭代初值 、 反演结果的比较

(a)无稳定泛函时的比较, ‖c
1
d-cT

d‖
L
2
=1.818580;(b)有稳定泛函时的比较 , ‖c

1
d-c

T
d‖

L
2
=0.342249

图 5　水平气流的真值 、 迭代初值 、 反演结果的比较

(a)无稳定泛函时的比较 , ‖u
1-u T

‖
L
2
=74.18769;(b)有稳定泛函时的比较 , ‖u

1-u T

‖
L
2
=9.962205

图 6　垂直气流的真值 、 迭代初值 、 反演结果的比较

(a)无稳定泛函时的比较 , ‖w
1-w T

‖
L
2
=5.546413;(b)有稳定泛函时的比较 , ‖w

1-w T

‖
L
2
=1.789615
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使原先目标泛函下降较慢得到有效的改进 , 大大加

速了目标泛函下降的速度.

(3)对于垂直气流和摩擦系数的联合反演 , 由

于问题本身的不适定性 , 在引进正则化泛函后精度

比不引进正则化泛函有大幅度的提高 , 由此证明正

则化泛函的引进对于垂直气流及摩擦系数的反演是

十分必要的.

(4)Fraitue的信息淡化理论[ 12]认为 , 对于给定

数量的观测值 , 其信息量是有限的 , 模型反演的参

数越多 , 能传递到待反演参数中的信息量就越少.

对于下投式探空仪中多参数反演 , 正则化泛函的引

入能够控制观测资料信息流向信息利用率高的参

数 , 最充分利用数据包括的有效信息 , 最大程度地

减少参数的不确定性 , 从而使得计算收敛且稳定.

4　结论

本文假定探空仪的定位数据是完全精确的.我

们在变分伴随的基础上引进了正则化思想 , 使得反

演精度有了明显提高 , 迭代次数减少 、泛函下降速

度加快.而正则化参数是作为一个先验参数确定

的 , 它们的确定是一个复杂的过程 , 一方面利用量

纲分析确定 , 另一方面从数值试验得出 , 至于正确

确定正则化参数可参阅[ 6 , 13] , 此时解与正则化参数

同时迭代得出 , 这样造成计算大大增加 , 本文仅说

明正则化方法对下投式探空仪反演的重要性.

在本文的数值试验中 , 我们假定空气的密度为

常数 , β1(t)和 β2(t)分别代表水平方向和垂直方向

的摩擦系数 , 目的是把反演的摩擦系数和理论流体

力学中的解析结果作比较 , 说明本方法的有效性.

实际的大气是一个斜压的过程 , 密度随着高度而变

化.为了实际应用的需要把 α3β1(t)和 α3β2(t)作为

新的 β1(t)和 β2(t)进行反演 , 这样本模型就可以体

现大气的斜压性 、密度随高度的变化.

下投式探空仪式是测定高空气象要素的重要手

段.设计精确的下投式探空仪反演风场的数学模型

是设计下投式探空仪的核心技术之一.本文首先建

立了示踪物在背景流场中的运动方程 , 利用最优控

制理论中的变分伴随方法结合反问题的正则化思想

给出了二维的反演模型 , 并进行了数值试验.计算

结果表明我们根据正则化思想建立新的目标泛函不

仅大大改进了迭代下降的速度 , 而且对背景流场和

摩擦系数的反演精度也有较大的提高.本文所构造

的反演模型 , 其原理和方法具有普遍性 , 经过适当

的修改既可用于实际定位资料的三维风场反演 , 投

入实际使用 , 也可以用于反演不同流体背景的流场

如利用海上的浮标反演海流等.
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